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Objectifs   

   

  

   
   

 Connaître le sens de variation, les limites et la représentation
graphique de la fonction Ln

 Utiliser l'équivalence ln a=b <=> a=e^b

 Utiliser  la  relation  fonctionnelle  dans  les  transformations
d'écriture

Pour  ce  chapitre,  il  faudra  connaître  le  chapitre  sur  la  fonction
exponentielle1
   

1 - http://lcs.allende.lyc14.ac-caen.fr/~lecluseo/TS/Exponentielle/web/co/Ch04_Exponentielle_web.html

7

http://lcs.allende.lyc14.ac-caen.fr/~lecluseo/TS/Exponentielle/web/co/Ch04_Exponentielle_web.html
http://lcs.allende.lyc14.ac-caen.fr/~lecluseo/TS/Exponentielle/web/co/Ch04_Exponentielle_web.html




   
   

Introduction   

   

  

Le mathématicien écossais John Napier (1550 ; 1617), plus connu sous le nom francisé de
Neper, est le célèbre inventeur des logarithmes, qu'il  décrivit en 1614 dans son ouvrage
« Description de la merveilleuse règle des logarithmes ». Depuis, cette méthode a contribué
à d'innombrables  avancées  scientifiques  et  techniques  en  rendant  possibles  des  calculs
compliques  jusqu'alors.  Avant  que  les  calculatrices  n'existent,  les  logarithmes  étaient
couramment utilisés en arpentage et en navigation. 
  

   

   

Neper  fut  aussi  l’inventeur  des bâtons  de
Neper2,  où  sont  gravées  les  tables  de
multiplication  et  qui  peuvent  être  disposés
selon  différents  modèles  pour  faciliter  les
calculs.

Le logarithme en base b d'un nombre est égal à l'exposant y satisfaisant à l'équation .

Par  exemple,  comme  ,  nous  disons  que  le  logarithme de  243  en  base  3  est
.

Le logarithme permet, au travers de l'usage de tables de logarithmes, de transformer des
multiplications en addition et donc des calculs complexes en calculs plus simples. Supposons
que l'on veuille faire  : Sachant que  et , . En
d'autre termes, il nous a suffit d'ajouter les logarithmes en base 2 de 8 et 16 ( )
pour connaître le résultat de cette multiplication.
C'est sur ce principe que fonctionnaient les  règles à calcul3 que nos parents utilisaient à
l'école.
Aujourd'hui, diverses quantités et échelles s'expriment sous forme de logarithmes d'autres
quantités. Par exemple, l'échelle des pH en chimie, les décibelsdécibel pour mesurer le son,
l'échelle de Richteréchelle de Richter sont des quantités utilisant des échelles logarithmiques de
base 10.
Voir la vidéo sur youtube :
http://youtu.be/rWfl7Pw8YVE4

2 - http://fr.wikipedia.org/wiki/B%C3%A2tons_de_Napier
3 - http://fr.wikipedia.org/wiki/R%C3%A8gle_%C3%A0_calcul
4 - http://youtu.be/rWfl7Pw8YVE
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 A. Rappel et Définition
  

   
   

Rappel : La fonction exponentielle
La fonction exponentielle est continue et strictement croissante sur  et à valeurs
dans , c'est à dire que les images de tous les nombres réels sont des nombres
réels positifs.

Pour tout réel , l'équation  admet une unique solution dans  (c'est
une conséquence du théorème des valeurs intermédiaires).
   

  

   
   

Définition : Logarithme néperien
On appelle logarithme népérien d'un réel strictement positif , l'unique solution
de l'équation . On le note .

La fonction ln qui à  associe  est définie sur l'intervalle .
   

  

   
   

Exemple
  

   

   

L'équation   admet  une  unique
solution.  On  le  sait  grâce  au
Théorème  des  Valeurs
Intermédiaires car :

  est continue sur 

  est  strictement
croissante sur 


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Le nombre unique tel que  est . La calculatrice nous en donne une valeur
approchée : 
   

  

   
   

Attention : Pas de logarithme de nombres négatifs !
Il apparaît clairement sur la figure que si , la droite rouge d'équation  ne
rencontre  pas la  courbe  bleue  de  l'exponentielle.  Il  n'y  a  donc  pas  de  point
d'intersection donc pas de logarithme pour les nombres négatifs.

La fonction ln est définie sur l'intervalle .
   

 B. Courbe représentative de f(x)=ln x
  

   
   

Simulateur : Activité de découverte de la courbe de la fonction ln
 Déplacer le curseur pour modifier le nombre k.

 La figure illustre la résolution graphique de .

 Cochez la case M' pour faire apparaître le point de coordonnées .
   

  

   
   

Remarque
On voit en cochant le point M' et en bougeant le curseur  k que la courbe de la
fonction Logarithme Népérien apparaît point par point. Compte tenu de la manière
dont le point M' est construit à partir du point M, on voit se dégager une propriété
fondamentale :
   

  

   
   

Fondamental
  

   

   

Dans  un  repère  orthonormé,  les
courbes représentatives  des  fonctions
exponentielles et  logarithme népérien
sont  symétriques par  rapport  à  la
droite d'équation .

   

  

   
   

Remarque
De même que la courbe de la fonction exponentielle ne passe jamais "sous" l'axe
des abscisses, la courbe de la fonction logarithme népérien ne franchit jamais l'axe
des ordonnées (partie gauche) car la fonction n'est pas définie pour les réels
négatifs, ni même en 0. La courbe se rapproche de l'axe sans jamais le toucher.
   

Notion de Logarithme Néperien
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 C. Premières propriétés
  

   
   

Fondamental : Conséquences de la définition du logarithme
On obtient de la définition précédente que :

 1. si ,  si et seulement si 

 2.  ;  ; 
 3. Pour tout nombre réel , on a 
 4. Pour tout nombre réel positif , on a 

   

  

   
   

Complément : Démontration
 1. Découle directement de la définition
 2.  donc 

 donc 

 donc 
 3. Si on pose , alors 
 4. Si on pose  pour  positif, alors 

   

  

   
   

Exemple
  

   

   





 mais  attention,   car
 n'existe pas !

   

 D. Résoudre des équations simples

Résoudre dans  les équations suivantes :

Q u e s t i o n  1
[Solution n°1 p 41]

Indice :
   

   

 si et seulement si 
   

  

Q u e s t i o n  2
[Solution n°2 p 41]

Indice :
   

   

Pour tout x, 
   

  

Q u e s t i o n  3
[Solution n°3 p 41]

Notion de Logarithme Néperien
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Indice :
   

   

Essayer de ramener l'équation à une forme .
   

  

   

Notion de Logarithme Néperien
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Comme  pour  la  fonction  exponentielle  dont  elle  est  la  cousine,  la  fonction
Logarithme possède des propriétés algébriques très intéressantes. C'est à cause de
ces relations algébriques qu'elle a été découverte très tôt par les mathématiciens
dès le 17ème siècle car elle a l'étrange pouvoir de simplifier les calculs à la main en
transformant les produits en sommes !
   

 A. Relation fonctionnelle
  

   
   

Exemple : Découverte de la relation
Remplir, à l'aide de la calculatrice,  avec des valeurs approchées au millième, le
tableau suivant :

a b ln a ln b ln (a b) ln a + ln b

1 1
        

1 2
        

2 3
        

3 4
        

   

  

   
   

Fondamental : Relation fonctionnelle
Pour tout réels x et y strictement positifs, on a 
   

  

   
   

Remarque
On voit  d'après cette relation fondamentale  que le logarithme a la propriété de
transformer les produits en somme. Cette technique était utilisée avant l'invention
des  calculatrices  pour  effectuer  plus  rapidement  des  multiplications.  On utilisait
alors des tables de logarithmes. Voir pour cela l'exemple au paragraphe suivant.
   

15



  

   
   

Complément : Démonstration
Passons par l'exponentielle pour exploiter ses propriétés de calcul. On a :

mais aussi :

Donc finalement 
La fonction exponentielle étant strictement croissante sur  , l'égalité reste vraie
sans les exponentielles. On en conclut que  pour tous nombres
réels  et  strictement positifs.
   

 B. Utilisation des tables de log

Un peu d'histoire
Nous sommes au  19ème siècle  et  nous  souhaitons  rapidement  faire  l'opération

 sans poser la multiplication.
Nous disposons pour cela des tables de logarithmes téléchargées sur le  site de la
BNF5. Ici le logarithme utilisé est le logarithme décimal, légèrement différent du
logarithme népérien (touche log et non ln sur la calculatrice) mais aux propriétés
identiques car proportionnel au logarithme népérien.

5 - http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k2083499

Relation fonctionnelle
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Q u e s t i o n  1
[Solution n°4 p 41]

Repérer dans la table les valeurs de  et de .

Indice :
   

   

Remarquer  que  ,  cela  permet  de  se  repérer  quant  aux  unités
utilisées : on cherche 1013 au lieu de 1,013, car on peut considérer que les
nombres sont exprimés en millième.
On pourra vérifier sa lecture au moyen de la touche log de la calculatrice - et
non ln ! !
   

  

Q u e s t i o n  2
[Solution n°5 p 42]

En déduire 

Indice :
   

   

La relation fonctionnelle est bien sur valable pour le logarithme décimal.
   

  

Q u e s t i o n  3
[Solution n°6 p 42]

En  utilisant  la  table  de  logarithme,  en  déduire  une  valeur  approchée  de

Indice :
   

   

On va lire la table dans l'autre sens et rechercher le nombre dont 0,0602225 est
le logarithme.
Le nombre exact n’apparaît pas, on obtient donc un encadrement du résultat.
   

  

 C. Conséquences immédiates
  

De  la  relation  fonctionnelle,  nous  déduisons  aisément  plusieurs  propriétés
calculatoires très utilisées.
  

   
   

Fondamental
Pour tous réels x et y strictement positifs, on a

 1.

 2.

 3.
 4.  pour tout entier relatif n

   

  

   
   

Complément : Démonstration

 1.

 2.

Relation fonctionnelle
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 3.

 4.
   

  

   
   

Exemple
  

   

   

  

   

   

  

   

   

   

 D. Simplifier les écritures

Q u e s t i o n  1
[Solution n°7 p 42]

Simplifier 

Indice :
   

   

On se rappelle que la somme de logarithmes est le logarithme du produit
   

  

Q u e s t i o n  2
[Solution n°8 p 42]

Indice :
   

   

Outre la formule précédente, on se rappellera que 
   

  

Q u e s t i o n  3
[Solution n°9 p 42]

Indice :
   

   

On se rappelle que 
   

  

   

Relation fonctionnelle
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 A. Continuité et dérivabilité
  

   
   

Fondamental : Continuité et dérivabilité de la fonction logarithme 
népérien (admis)
La fonction logarithme népérien est continue et dérivable sur .
   

  

   
   

Complément
On  conçoit  en  effet  que  la  fonction  exponentielle  étant  continue,  la  fonction
logarithme  dont  la  courbe  se  déduit  par  symétrie  ne  pose  pas  de  soucis  de
continuité également.
Il  n'y  a  pas  de  soucis  de  dérivabilité  non  plus  car  la  courbe  de  la  fonction
exponentielle n'admet pas de tangente horizontale, et donc par symétrie celle du
logarithme n'a pas par conséquent de tangente verticale.
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Fondamental : Dérivée de la fonction logarithme

La dérivée de la fonction logarithme népérien sur  est 
   

  

   

Étude de la fonction Logarithme népérien
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Complément : Démonstration

Posons . 

On sait d'après la dérivée de l'exponentielle d'une fonction que 

Comme , 

Mais on peut aussi dire directement que  donc 

Par conséquent,  donc 
   

  

   

Étude de la fonction Logarithme népérien
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Fondamental : Dérivée de la fonction Ln(u(x))
Si une fonction u est dérivable et strictement positive sur un intervalle I

Alors la fonction  est dérivable sur I et on a

   

 B. Calcul d'une dérivée avec ln

Q u e s t i o n  
[Solution n°10 p 43]

Dériver la fonction suivante sur l'intervalle  :

Indice :
   

   

La fonction se présente comme un quotient  de deux fonctions.
   

  

 C. Étude d'une fonction faisant intervenir Ln

On considère la fonction f définie sur  par 

Q u e s t i o n  1
[Solution n°11 p 43]

Justifier que f est bien définie sur 

Indice :
   

   

Ln est définie si son contenu est strictement positif
   

  

Q u e s t i o n  2
[Solution n°12 p 43]

Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition. En déduire
d'éventuelles asymptotes.

Q u e s t i o n  3
[Solution n°13 p 44]

Déterminer le tableau de variations de f puis sa courbe représentative.

 D. Variations de la fonction ln
  

En regardant l'allure de la courbe représentative de la fonction logarithme népérien,
on peut conjecturer que celle-ci est strictement croissante sur l'intervalle  .
Maintenant que nous en connaissons la dérivée, on peut s'en convaincre aisément.

En effet, sur , , donc la dérivée étant strictement positive, la fonction
est strictement croissante.

Étude de la fonction Logarithme népérien
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Étude de la fonction Logarithme népérien
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Fondamental
La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur l'intervalle .
   

  

   
   

Complément : Démonstration

Pour tout réel , on a 
   

  

Conséquence sur le signe de ln
Sachant que :

 la fonction logarithme népérien est strictement croissante sur ,



On en déduit le signe de la fonction logarithme népérien : 

 Si 

 Si 

 Si 

 E. Limites de la fonction Ln
  

   
   

Fondamental : Limite en l'infini

   

  

   
   

Complément : Démonstration
Soit A in réel strictement positif quelconque.

Si  , sachant que la fonction Ln est strictement croissante sur , on a

Donc si  ce qui est la définition d'une limite infinie en l'infini - p.54.
   

  

   
   

Fondamental : Limite en 0

   

  

   
   

Complément : Démonstration
Soit A in réel strictement négatif quelconque.
Si , alors 
On peut donc ainsi rendre la fonction Ln aussi négative que l'on veut pour peu que
l'on s'approche suffisamment - p.55 de 0
Cela démontre la limite demandée.
   

  

Tableau de variation de la fonction Ln
On en déduit donc le tableau de variations ci-dessous

Étude de la fonction Logarithme népérien
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 F. Résoudre une inéquation - une équation

Q u e s t i o n  1
[Solution n°14 p 44]

Résoudre l'inéquation .

Indice :
   

   

Rechercher d'éventuelles valeurs interdites.
Utiliser les variations de la fonction ln.
   

  

Q u e s t i o n  2
[Solution n°15 p 45]

Résoudre l'équation 

Indice :
   

   

Ne pas oublier de regarder l'ensemble de définition des deux membres !
   

  

 G. Tangentes particulières
  

   

Étude de la fonction Logarithme népérien
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Rappel : Équation de la tangente à une courbe en un point a
On se rappelle que l'équation de la tangente à la courbe d'une fonction f dérivable
en un point d'abscisse a est donnée par la formule :

   

  

Tangente en 1
On a :





Donc l'équation de la tangente au point d'abscisse 1 a pour équation  : le
coefficient directeur de la tangente en  vaut 1 et la tangente passe par le point
de coordonnées (0 ;-1).
  

Tangente en e
On a :





Donc l'équation au point d'abscisse 1 a pour équation . 
C'est une droite qui passe par l'origine du repère et par le point de coordonnées

.

Étude de la fonction Logarithme népérien
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Illustration
  

   

   

 

 
   

 H. Étude de fonction

Étudier la fonction définie sur  par :

Q u e s t i o n  1
[Solution n°16 p 45]

Calculer la dérivée  et étudier son signe.

Q u e s t i o n  2
[Solution n°17 p 46]

Dresser le tableau de variations de la fonction f.

Q u e s t i o n  3
[Solution n°18 p 46]

Tracer la courbe représentative de la fonction f avec la calculatrice.

Indice :
   

   

L'intervalle  n'étant pas borné à droite, on pourra se contenter d'aller  jusqu'à
.

Le tableau de variations montre un maximum en 2,4 environ. On en déduit le
réglage de la fenêtre.

Étude de la fonction Logarithme népérien
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 I. Croissances comparées
  

De même on se souvient que l'exponentielle l'emporte sur la puissance, on a
une règle similaire avec le logarithme mais cette fois ci, c'est la  puissance qui
l'emporte sur le logarithme.
  

   

Étude de la fonction Logarithme népérien
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Fondamental

   

  

   

Étude de la fonction Logarithme népérien
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Complément : Démonstration

Posons . On a alors  et donc 
Or quand x tend vers , X tend vers  également.

Donc   d'après  les  résultats  que  l'on  connaît  sur
l'exponentielle.
   

  

   

Étude de la fonction Logarithme népérien
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Fondamental

   

  

   

Étude de la fonction Logarithme népérien
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Complément : Démonstration
Posons . On a alors  et donc 
Or quand x tend vers , X tend vers .

Donc   d'après  les  résultats  que  l'on  connaît  sur
l'exponentielle.
   

 J. Calculs de limites

Soit la fonction .

Q u e s t i o n  1
[Solution n°19 p 46]

Calculer 

Q u e s t i o n  2
[Solution n°20 p 46]

Calculer 

Indices :
   

   

On pourra mettre le terme dominant en facteur
En l'infini,  domine sur 
   

  

Et pour se remémorer la technique du taux d'accroissement ...

Q u e s t i o n  3
[Solution n°21 p 46]

Calculer 

Indice :
   

   

On pourra penser à la technique du taux d'accroissement déjà rencontrée pour

certaines limites comme  ou  en 0...
   

  

   

Étude de la fonction Logarithme népérien
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Dans ce paragraphe, on s'attachera à résoudre des équations très courantes du
type  où  et .
Il  faudra  réinvestir  les  propriétés  algébriques  des  fonctions  logarithmes  et
exponentielles.
   

 A. Racine n-ième d'un nombre
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Définition : Propriété et définition
Soit k un nombre strictement positif connu et n un entier naturel non nul.

Dans , l'équation  possède une unique solution .

Le nombre  est la racine n-ième de k.
   

  

   
   

Complément

 donc  par passage à l'exponentielle.

la racine n-ième de k élevée à la puissance n donne bien k.
   

  

   
   

Exemple : Exemple d'application concrète
La consommation d'électricité par habitant en Chine est passée de 993kWh en 2000
à 2455kWh en 2008. 
On suppose que, chaque année, la consommation a été multipliée par le même
nombre.  (Autrement  dit,  la  suite  des  consommations  annuelles  est  une  suite
géométrique)
Quelle est l'augmentation annuelle moyenne en pourcentage de la consommation
d'électricité en Chine ? (Autrement dit, quelle est la raison de cette suite ?)
Si  q est  le  coefficient  multiplicateur  correspondant  à  l'augmentation  de  la
consommation en un an, alors on peut écrire que 

Par conséquent, 

On a donc 

Le  pourcentage  d'augmentation  correspondant  est  donc   donc
12% par an.
   

 B. Une erreur de mathématiques en direct

Une erreur de pourcentages pour un spécialiste de l'économie !
Jean-Paul Chapel lors du JT de France 2 du 19 Février 20136 (vers 8 min 40s après
le début du JT) précise en réponse à une question de la journaliste Elise Lucet.
Transcription :
Elise Lucet
... notre facture pourrait gonfler de 30% en 5 ans.
Jean-Paul Chapel du service économie de France 2
On n'avait jamais vu ça !
+6% par an pendant 5 ans, pas besoin d'avoir fait polytechnique pour voir que ça
représente une hausse de 30%.
[...]

6 - http://www.francetvinfo.fr/replay-jt/france-2/13-heures/jt-13-heures-mardi-19-fevrier-2013_249331.html
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Concrètement pour la facture moyenne pour un foyer qui était l'année dernière de
693 euros passerait à 900 euros en 2017.

Q u e s t i o n  1
[Solution n°22 p 47]

A quelle augmentation en pourcentage sur 5 ans correspond à une augmentation de
6% par an ?

Q u e s t i o n  2
[Solution n°23 p 47]

Sachant que l'augmentation du tarif de l'électricité est de 30% sur 5 ans, quelle est
le pourcentage d'augmentation chaque année, en supposant que ce dernier  soit
constant d'année en année ?

Indices :
   

   

On pourra poser  le coefficient multiplicateur annuel
En 5 ans, le tarif de l'électricité sera multiplié par ...
   

  

 C. Recherche de l'exposant
  

Il  arrive que pour d'autres équations,  l'inconnue soit  en exposant.  En voici  une
situation concrète :
Une production est fonction de l'investissement x en milliers d'euros. La quantité
produite  en tonnes est modélisée par la fonction .

La production n'est réelle que lorsque l'investissement x est tel que . Quelle
quantité d'argent doit-on investir pour que la production démarre ?
  

   

Résolution d'équations avec les logarithmes
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Méthode : Résolution d'une inéquation avec l'inconnue en 
exposant
On est  amené à  résoudre  l'inéquation  .  En isolant  l'inconnue
dans le membre de gauche, l'inéquation se ramène à

.
Utilisons le fait que la fonction logarithme népérien est strictement croissante sur

 et prenons le logarithme des deux membres. L'inégalité  ne change pas de
sens.

 ce qui revient à 
Avant de diviser par , on s'assure que ce dernier est bien positif  : c'est
vrai car  ! L'inégalité ne va donc pas changer de sens.

Donc, 
Par conséquent, l'entreprise devra investir au minimum 11383 euros afin que la
production puisse démarrer.
   

 D. Déterminer un seuil

Un procédé de fabrication industrielle d'un enduit nécessite l'incorporation toutes
les heures d'un adjuvant.
Au début du procédé, pour t=0, on incorpore 4 litres de cet adjuvant. Puis, toutes
les heures, il ne reste que la moitié de l'adjuvant en cuve et on incorpore à nouveau
4 litres d'adjuvant dans le mélange : 
Ainsi au bout de  n heures, la quantité   d'adjuvant dans le mélange est donnée
par la formule :

(en effet, 

 et ainsi de suite...)

Q u e s t i o n  1
[Solution n°24 p 47]

Montrer que 

Indice :
   

   

On se rappelle de  cette formule - p.56 vue au chapitre des suites donnant la
somme des termes d'une suite géométrique,  ici  de raison 1/2 et de premier
terme 4.
   

  

Q u e s t i o n  2
[Solution n°25 p 47]

Déterminer la limite de la suite . Interpréter ce résultat.

Résolution d'équations avec les logarithmes
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Indice :
   

   

On se remémorera utilement cette partie - p.57 du chapitre sur les suites.
   

  

Q u e s t i o n  3
[Solution n°26 p 48]

Déterminer le nombre d'heures au bout duquel le mélange contiendra plus de 7,9
litres d'adjuvant.

Indices :
   

   

Lors  du  premier  chapitre  sur  les  suites,  ne  connaissant  pas  la  fonction
logarithme, nous avions recours à un algorithme pour répondre à ce type de
problématique.

On montrera que le problème se ramène à résoudre l'inéquation 
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V - Exercice : 
Logarithme 
décimal : Activité

V
   

  

   
   
   

   
   

Le logarithme décimal
Le logarithme décimal, noté , est la fonction définie sur  par 

Q u e s t i o n  1
[Solution n°27 p 48]

Déterminer  ;  ; 

Q u e s t i o n  2
[Solution n°28 p 48]

Démontrer que la fonction  est croissante sur 

Q u e s t i o n  3
[Solution n°29 p 49]

Sans  calculatrice,  donner  un  encadrement  entre  deux  entiers  consécutifs  des
nombres suivants:

 ;  ; 

Indice :
   

   

On pourra utiliser le fait que la fonction  est croissante sur 
   

  

Une application du log décimal : le décibel.
  

   

   

Pour quantifier la sensation sonore, on
utilise  une  grandeur  appelée  niveau
sonore. Cette grandeur, ici notée L, se
mesure en décibel acoustique ( )

Le niveau sonore,  L, s'exprime en fonction de l'intensité sonore,  , (exprimée en
watt par mètre-carré), et de l'intensité sonore de référence,   exprimée dans la
même unité que 

Par convention,  qui correspond à la limite de sensibilité de l'oreille
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à la fréquence de 1000 Hz.
  

   

   

 

 
   

Q u e s t i o n  4
[Solution n°30 p 49]

Calculer  le  niveau  sonore  correspondant  à  une  intensité  sonore  de  
(correspondant au niveau sonore d'un grand magasin à l'heure d'affluence).

Q u e s t i o n  5
[Solution n°31 p 49]

Calculer l'intensité sonore correspondant à un niveau sonore de  (marteau
piqueur)

Q u e s t i o n  6
[Solution n°32 p 49]

Un réacteur d'avion a un niveau sonore de  à environ 100m (niveau qui peut
occasionner  des  lésions  irréversibles  de  l'audition).  Quelle  est  l'intensité  sonore
correspondante ?

On considère la fonction f définie sur  par 

Q u e s t i o n  7
[Solution n°33 p 49]

Calculer 
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Q u e s t i o n  8
[Solution n°34 p 49]

Démontrer que pour tout réel 

Q u e s t i o n  9
[Solution n°35 p 49]

Calculer  et en déduire les variations de f

Q u e s t i o n  1 0
[Solution n°36 p 50]

Si le niveau sonore passe de  à , l'intensité sonore est multipliée par
10.
Vrai ou Faux ?
On a mesuré le niveau sonore de deux machines  A et  B en fonctionnement. La
machine A produit un niveau sonore de  et la machine B produit un niveau
sonore de 
On fait fonctionner ces deux machines cote à cote. On admet que dans ce cas, les
intensités sonores s'additionnent.

Q u e s t i o n  1 1
[Solution n°37 p 50]

Calculer les intensités sonores de chacune des machines.

Q u e s t i o n  1 2
[Solution n°38 p 50]

Calculer  le  niveau sonore des deux machines lorsqu'elles fonctionnent ensemble
cote à cote.
Que conclure ?
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VI - Tester ses 
connaissances

VI
   

  

   
   
   

   
   

Pour ce test d'auto-évaluation final, vous devez obtenir un minimum de 80% de
bonnes réponses. En cas d'échec, révisez la section du cours qui vous a posé des
difficultés et retentez à nouveau le test.

Exercice 1
 est égal à :

1

e

Exercice 2
L'équation  a pour solution dans  :

Exercice 3
Le nombre -2 est solution de l'équation...
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Exercice 4
L'inéquation  a pour ensemble de solutions :

Exercice 5
L'expression  est équivalente à :

Exercice 6
La fonction f définie sur  par  admet pour fonction dérivée :

Tester ses connaissances
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Exercice 7

Pour tous réels strictement positifs a et b, l'expression  est égale à :

Exercice 8
La plus petite valeur de l'entier n tel que  est :

25

26

84

Exercice 9
L'équation  admet pour solution :

5

16

Tester ses connaissances
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Exercice 10
Le prix d'un objet double en un an. En un mois, ce prix augmente en moyenne
d'environ :

6%

8%

12%

16,6%

Exercice 11
La dérivée de la fonction  est

Exercice 12
Pour avoir , il suffit de choisir x ...

supérieur à 

supérieur à 1

environ égal à 
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Solution des 
exercices

  

   

  

   
   

> Solution n°1 (exercice p. 13)
   

   

  

   
   

Méthode
  

   

   

 équivaut  à  .  C'est
donc l'unique solution dont une valeur
approchée est 
   

   

> Solution n°2 (exercice p. 13)
   

   

  

   
   

Méthode
 équivaut à 

Or  la  fonction exponentielle  est  strictement croissante  sur   donc l'équation se
ramène à une équation dans exponentielles :

. La solution est donc .
   

  

   
   

Attention
  

   

   

On ne confondra bien sûr pas  
et  ! !
   

   

> Solution n°3 (exercice p. 13)
   

   

  

   
   

Méthode
 équivaut à  et donc 

Or on sait que  équivaut à . La solution unique est donc .
   

   

> Solution n°4 (exercice p. 19)
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> Solution n°5 (exercice p. 19)
   

   

  

   

> Solution n°6 (exercice p. 19)
   

   

  

  

   

   

Le  nombre  qui  correspond  le  mieux
dans la table se situe entre 1,148 7 et
1,148 8.

  

   

   

On vérifie à la calculatrice ! Et en plus
ça marche ...

  

   
   

Remarque
La même méthodologie peut s'appliquer pour extraire une racine carrée ou élever à
une puissance importante. Autant d'opérations très coûteuses à faire à la main et
pourtant  très courantes  dans  la  vie  de tous les  jours  à l'époque quand  on est
astronome ou navigateur...
   

   

> Solution n°7 (exercice p. 20)
   

   

  

   
   

Méthode

 d'après la 3ème égalité remarquable.
Donc, 
   

   

> Solution n°8 (exercice p. 20)
   

   

  

   
   

Méthode

   

   

> Solution n°9 (exercice p. 20)
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Méthode

   

   

> Solution n°10 (exercice p. 22)
   

   

  

  donc 

  donc 

On applique la formule 

 donc en simplifiant :

   

> Solution n°11 (exercice p. 22)
   

   

  

Pour que f soit définie, il faut et il suffit que l'expression qui se trouve à l'intérieur
soit strictement positive.

Or l'étude de la fonction - p.53 Sinus nous révèle que c'est bien le cas sur 
   

> Solution n°12 (exercice p. 22)
   

   

  

Étude en 0+

 et 
Donc  d'après  les  théorèmes  de  composition  des  limites  on  en  déduit  que

  

Étude en π-

 et 
Donc  d'après  les  théorèmes  de  composition  des  limites  on  en  déduit  que

  

Asymptotes
On a donc deux limites infinies en deux points finis,  ce qui se traduit  par deux
asymptotes verticales : une en  et l'autre en 
   

> Solution n°13 (exercice p. 22)
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On on sait - p.53 que

 Si 

 Si 

 Si 

De plus 
D'où le tableau de variations ci-contre
  

   

   

 

 
   

   

> Solution n°14 (exercice p. 24)
   

   

  

On peut déjà remarquer que pour tout   réel,   est toujours positif. il n'y a
donc pas de valeurs interdites.

Solution des exercices

52



La fonction ln est  strictement croissante sur   donc elle  conserve les
inégalités.  Comme  dans  le  cas  des  exponentielles,  on  peut  donc  réécrire
l'inéquation en se débarrassant des logarithmes de part et d'autre de l'inégalité.

L'inéquation devient  soit 
Il s'agit ici d'étudier le signe de ce polynôme du second degré qui a manifestement
deux racines :  3 et -3. Il  est du signe de son coefficient   (+1) donc positif  à
l'extérieur des racines.
Par conséquent, l'ensemble des solutions est donc :

   

> Solution n°15 (exercice p. 24)
   

   

  

Ensemble de définition

 est défini si et seulement si 
Résolvons cette inéquation qui revient à chercher le signe du trinôme : 
Les racines sont donc  et . Ce trinôme est donc positif à l'extérieur des
racines.

Le membre de gauche de l'équation est défini pour 

 est défini si et seulement si  donc si 

Globalement, l'équation n'a de sens que si 
  

   
   

Méthode : Résolution de l'équation
On se place sur l'intervalle . Sur cet intervalle, les fonctions logarithmes des
deux membres sont définies.
La fonction Logarithme étant  strictement croissante sur  ,  on peut dire que
pour  résoudre  l'équation   nous  devons  d'abord  résoudre
l'équation 

.  Cette  équation  admet  deux  solutions :   ou

Or on se rappelle que l'équation n'a de sens que si 
Conclusion : l'équation n'admet pas de solutions.
   

   

> Solution n°16 (exercice p. 26)
   

   

  

Sur , on a 
Le dénominateur s'annule et change de signe en  , qui est déjà une  valeur
interdite.
Le numérateur s'annule et change de signe en .

On en déduit le tableau de signes suivant sur  :

   

> Solution n°17 (exercice p. 26)
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D'après  la  question  précédente,  on
connaît le signe de la dérivée donc les
variations  de  f.  Il  ne  reste  qu'à
déterminer la valeur de la fonction au
point d'abscisse 2 :

   

> Solution n°18 (exercice p. 26)
   

   

  

  

   

   

Réglage de la fenêtre d'échelle :
 Xmin=0 et Xmax=5

 Ymin=-5 et Ymax=2,5

   

> Solution n°19 (exercice p. 27)
   

   

  

Pas d'indétermination ici,  on utilise  simplement les théorèmes d'opérations pour
une limite du type 

Ainsi 
   

> Solution n°20 (exercice p. 27)
   

   

  

Ici la limite est une indéterminée du type ...

Or on sait que 

Donc 

et par conséquent  par les théorèmes d'opérations.
   

> Solution n°21 (exercice p. 27)
   

   

  

Écrivons  comme un taux d'accroissement de la fonction  en 1 :

Or on sait que la fonction   est dérivable en   et son nombre dérivé
vaut 1. 
Donc le taux d'accroissement tend vers 1 quand x tend vers 0.

Par conséquent, 
   

Solution des exercices

54



> Solution n°22 (exercice p. 30)
   

   

  

Une augmentation de 6% en 1 an correspond à une multiplication par 1,06.
Sur 2 ans, la facture sera multipliée par 
...

Sur 5 ans, la facture sera multipliée par  soit 33,8% d'augmentation
environ, et non 30 %
Le journaliste n'a manifestement pas fait polytechnique mais n'a pas non plus fait
son calcul correctement ....
   

> Solution n°23 (exercice p. 30)
   

   

  

En 5 ans, le tarif de l'électricité sera multiplié par 1,3.
Si  est le coefficient multiplicateur annuel, le tarif de l'électricité sera multiplié sur
5 ans par 

On a donc l'équation 

On en déduit que 
Cela correspond donc à une augmentation en pourcentage de 5,39% et pas 6 ! ! 
   

> Solution n°24 (exercice p. 31)
   

   

  

 car le premier terme est 4 et que nous avons  termes dans
notre somme.

Le dénominateur est . Or, diviser par  c'est multiplier par 2. La somme devient
donc

Un autre moyen d'arriver à ce résultat est aussi de considérer que la suite  est

une  suite  arithmético-géométrique  définie  par   et  en  posant
 et en montrant que  est une suite géométrique. cf ici7

   

> Solution n°25 (exercice p. 32)
   

   

  

La raison  étant comprise entre 0 et 1 strictement, la limite de  quand n tend
vers l'infini est 0.
On en déduit que la limite de  est  donc 8.
Cela signifie qu'à long terme, le mélange contiendra quasiment 8 litres d'adjuvant.
   

> Solution n°26 (exercice p. 32)
   

7 - http://lcs.allende.lyc14.ac-caen.fr/~lecluseo/TES/Suites_web/web/co/ER_EtudeSag.html
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On  cherche  à  résoudre  l'inéquation  .  Cela  revient  à  dire  que

En isolant l'inconnue n à gauche, on a . En divisant par
, on inverse le sens de l'inégalité donc

  

   
   

Méthode
Appliquons  à  présent  la  fonction  logarithme  népérien,  qui  est  strictement
croissante, aux deux membres de l'inégalité. Le sens de celle-ci se trouve inchangé.

 donc en appliquant les propriétés du logarithme :

Il nous faut maintenant diviser par  mais attention car ce nombre est négatif
(-0,69 environ) ! ! On renverse donc encore le sens de l'inégalité.

n étant un nombre entier d'heures, on en déduit qu'au delà de 6 heures, la quantité
d'adjuvant ajoutée dépasse 7,9 litres.
   

   

> Solution n°27 (exercice p. 33)
   

   

  

  donc 

  donc 

  donc 
  

   
   

Remarque
  

   

   

La  calculatrice  confirme  ces  résultats
en utilisant la formule du log décimal
donnée en introduction.

   

  

   
   

Complément
De manière générale, on a pour tout entier 

En effet
   

   

> Solution n°28 (exercice p. 33)
   

   

  

Soient   deux  réels  strictement  positifs  ordonnées  comme  indiqué.
Montrons que la fonction  conserve l'inégalité.
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On sait que la fonction  est strictement croissante sur  donc elle conserve
l'inégalité : 
De plus on sait que  car . On peut donc diviser par  sans changer
de sens l'inégalité :

 et donc 

La fonction   conserve les  inégalités  sur sur   donc la  fonction   est
croissante sur 
   

> Solution n°29 (exercice p. 33)
   

   

  

. Puisque  est croissante, on en déduit que .

De même  donc 

Enfin  donc 
   

> Solution n°30 (exercice p. 34)
   

   

  

   

> Solution n°31 (exercice p. 34)
   

   

  

 donc  donc 

Soit 
   

> Solution n°32 (exercice p. 34)
   

   

  

On procède de la même manière qu'à la question précédente :

 donc 
   

> Solution n°33 (exercice p. 34)
   

   

  

   

> Solution n°34 (exercice p. 35)
   

   

  

   

> Solution n°35 (exercice p. 35)
   

   

  

Or  donc  est positive sur  et donc f est croissante sur cet
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intervalle
   

> Solution n°36 (exercice p. 35)
   

   

  

 Pour , l'intensité sonore est de 

 Pour , l'intensité sonore est de 

L'intensité a donc été multipliée par 10 lorsqu'on a ajouté 
   

> Solution n°37 (exercice p. 35)
   

   

  

Calculons l'intensité sonore de la machine A :

Pour , l'intensité sonore est de 
Calculons l'intensité sonore de la machine B :

Pour , l'intensité sonore est de 
   

> Solution n°38 (exercice p. 35)
   

   

  

Additionnons les intensités sonores. On obtient une intensité totale de 0,00011.

Le niveau sonore est donc 
Le fonctionnement de la machine A n'a donc pratiquement aucune influence sur le
niveau sonore global.
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Contenus annexes   

   

  

   
   

- Étude sur [0 ;π]
   

   

  

   
   

Fondamental : Fonction Cosinus
  

   

Variations de la fonction Cosinus sur [0 ;π]
   

  

   

Représentation de la fonction Cosinus sur [0 ;π]
   
   

  

   
   

Fondamental : Fonction Sinus
  

   

Variations de la fonction Sinus sur [0 ;π]
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Représentation de la fonction Sinus sur [0 ;π]
   
   

   

- Limite infinie à l'infini
   

   

  

   
   

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle 
On dit que f a pour limite  en  si la fonction f peut prendre des valeurs plus
grandes que n'importe quel réel donné dès que x est assez grand

On note alors 
   

  

   
   

Complément : à titre d'exercice...
On peut donner des définitions analogues d'une 

 limite égale à  en 

 limite égale à  en 

 limite égale à  en 
   

  

   
   

Exemple : Limites usuelles

   

  

   
   

Complément
Pour démontrer ces résultats, inspirez-vous de l'activité précédente.
   

  

   
   

Remarque
Si une fonction  f admet une limite infinie en  , alors la suite de terme général

 a la même limite.
   

  

   
   

Attention
La réciproque est fausse ! !

exemple : 

 donc diverge vers , mais  oscille sans cesse et n'a pas de limite.
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Méthode : Dresser un tableau de variation complet
Dorénavant, on fera figurer dans les tableaux de variations les limites éventuelles.
  

   

   

On lit sur ce tableau que 

et 
   

   

- Limite infinie en un réel
   

   

  

   
   

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle 
On dit que  f tend vers   quand x tend vers  a par valeur supérieure si on peut
rendre f(x) aussi grand que l'on veut dès que x est suffisamment proche de a dans
l'intervalle 

En d'autres termes, pour tout nombre A, il existe un réel α>0 tel que  dès
que 

On note 
   

  

   
   

Complément
  

   

   

Si  la  limite  par  valeur  supérieure est
égale à la limite par valeur inférieure,
on parle simplement de limite lorsque
x tend vers a.
Dans  l'exemple  ci-contre,  on  a

   

  

   
   

Fondamental : Asymptote verticale
Dans le cas d'une limite infinie en un point d'abscisse finie, on est en présence
d'une asymptote verticale à la courbe représentative de la fonction.
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Exemple : Cas de la fonction inverse
  

   

   

On  sait  que  l'inverse  d'un  nombre
positif très petit est très grand, et que
ce  phénomène  s'inverse  pour  les
nombres négatifs. Nous avons donc le
résultat suivant :





L'axe des ordonnées est asymptote verticale à la courbe de la fonction inverse.
   

   

- Propriété fondamentale
   

   

  

Soit   un réel  différent de 1 et  une suite géométrique de raison . On va
s'intéresser ici à la somme des  premiers termes de la suite  :

Posons .

On peut calculer 
Retranchons ces deux expressions : 

On constate que presque tous les termes s'éliminent. Ne restent que les extrêmes :

Ce qui permet de calculer S :  car 
  

   
   

Fondamental : Somme des n premiers termes d'une suite 
géométrique
Soit  q un  réel différent de 1 et   une  suite géométrique de raison q. Alors
pour tout entier n :

On en déduit en multipliant par  cette égalité que :

   

  

   
   

Exemple : Calculer la somme des 10 premières puissances de 2.
  

   

   

On  peut  calculer  cela  à  l'aide  du
tableur
A2 contient =2^A1

K2 contient =SOMME(A2 :J2)
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On peut également vérifier cela à l'aide
d'un  programme  correspondant  à
l'algorithme ci-contre.
Nous pouvons le langage Python pour
implémenter cet algorithme.
On remarquera au passage l'utilisation
de  la  boucle  "for"  avec  comme
paramètre  range(10) pour  exécuter
10  fois  la  section  contenue  dans  le
bloc.
range(10)  retourne  une  liste  des  10
premiers entiers commençant à 0 :
>>> range(10)

[0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]

  

1 somme=0
2 for index in range(10):
3   somme=somme+2**index
4 print somme

>>> 1023

On peut le calculer mathématiquement à l'aide de la propriété vue ci-dessus.
On pose  la suite géométrique de raison 2 et de premier terme 1.

Alors 
En utilisant la calculatrice, on peut procéder ainsi :
  

   

   

Avec une TI :

  

   

   

Avec une casio :

En utilisant algobox, on peut procéder ainsi :
   

   

- Limite d'une suite géométrique
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Fondamental : Propriété admise
Soit q un nombre strictement positif :

 Si  alors 

 Si  alors 
   

  

   
   

Complément
Si  est une suite géométrique positive de raison q, alors 

 Si  alors 

 Si  alors 
   

  

En effet,  peut alors s'écrire . La multiplication de  par la constante
positive  ne change pas le comportement de  à l'infini, que celui-ci tende vers 0
ou l'infini.
  

   
   

Exemple
Cette propriété nous permet de conforter les conjectures que vous avons faites sur
les paragraphes précédents concernant les suites  et 

. La raison est strictement comprise entre 0 et 1 donc la suite 

converge vers 0 ( )

. La raison est  strictement plus grande que 1 donc la suite  

diverge ( )
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